II. Formalismus assoziativer Netze fur VLSI - Implementierung

Um die Eigenschaften und die Verwendungsmoglichkeiten neuronaler
Netzwerkmodelle beschreiben und vergleichen zu kdénnen, bedarf es
einer allgemeinen, formalen Beschreibungsform. Diese Beschreibungs-
form sollte nach D. Rumelhart, G. Hinton und J. McClelland (RMC86)
acht grundlegende Komponenten enthalten:

- eine Menge von Prozessorelementen,

- einen Aktivierungszustand,

- eine Ausgabefunktion flr jedes Prozessorelement,

- eine Verbindungsbeschreibung zwischen den Elementen,

- eine Propagierungsfunktion, um Aktivitatsmuster durch das Netz zu
verbreiten,

- eine Aktivierungsfunktion, die mittels der Eingabe in ein Element und
des derzeitigen Zustands der Aktivierung einen neuen Aktivierungs-
zustand berechnet,

- eine Lernregel, wodurch die Verbindungsgewichte der Elemente ver-
andert werden, und

- eine Umgebung, in der das System arbeiten muf.

Denkt man weiterhin an die Hardware-Realisierung neuronaler Netz-
werkmodelle, so sollte mit Hilfe der Beschreibungsform eine Um-
setzung in spezielle VLSI-Architekturen moglich sein, denn der wesent-
liche Gesichtspunkt einer formalen Beschreibung im Zusammenhang
mit dem Entwurf hochintegrierter Systeme ist der Einsatz als Spe-
zifikationssprache. U. Rickert (RUC89) definiert einen formalen Rah-
men, der die Basis fiir modellunabhangige Simulatoren bildet, die
grundsatzlich zur funktionalen Simulation von Systemarchitekturen
herangezogen werden kénnen (siehe Kapitel VI11).

Das grundlegende Systemelement eines neuronalen Netzwerkes bildet
bei U. Ruckert, wie auch in anderen Bechreibungsformen (Rumelhart
s.0.), ein einfaches Prozessorelement (Verarbeitungseinheit, Neuron).
Die bei einem Prozessorelement eintreffenden Nachrichten und Signale
(2 1000) werden auf einen Aktivitatszustand abgebildet. In Abhangigkeit
von diesem Zustand berechnet das Prozessorelement einen Ausgabewert,
der bei einem Neuron nach dem Prinzip der Impuls-Frequenzkodierung
an die AuRBenwelt oder an weitere Neuronen gesendet wird. Die Mehr-
heit der neuronalen Netzwerkmodelle verwendet allerdings nicht die
Impuls-Frequenzkodierung, da die Analyse und Simulation der Netz-
werke sehr aufwendig ist. Die Modelle kodieren zeitlich gemittelte
GrolRen, wie etwa die Impulsrate oder aber bindre Zustande und be-
nutzen diese zur Approximation der Aktivitat.




[I.I Definition des formalen Prozessorelementes

an die Beschreibung endlicher Automaten - wie auch bei C. Kemke

Das formale Prozessorelement nach U. RUckert (RUCS89) ist angelehnt
i (KEM84) - und wird beschrieben durch:

Definition 1.1
EinProzessorelementisteinAcht-TupelP=(n, X ,A,Y,W,a,S, X, TH)
mit:

- n : Anzahl der Eingabeleitungen,
- X : Menge der Eingabewerte,
- A : Menge der Aktivierungswerte,
- Y : Menge der Ausgabewerte,
- W: Menge der Gewichte.
- a: Aktivierungsfunktion
o X x W x A —> A
- S : Ausgabe- oder Begrenzungsfunktion
S:A—>Y,
- X : Adaptions- oder LernFunktion
X :WB x X x AxY —>W
- TH : Schwelle oder Schwellenwert
Il @
I, x; :
1, x :
a(l, w, a)
°J
Abbildung Il .1: Darstellung des j-ten Prozessorelementes.




Ein Prozessorelement wird somit charakterisiert durch die n Eingabe-
leitungen, auf denen die Eingabewerte 1 « X Ubertragen werden. Jeder
Eingabeleitung i « {1..n} ist eineindeutig eines der n Gewichte wj ¢« W
zugeordnet, wobei W > 0 excitatorische (erregende) , Wj < 0 inhibi-
torische (hemmende) Verbindung heif3t. Die Mengen X, A, Y, W um-
fassen haufig die reellen Zahlen R oder Teilmengen von R (z.B. Z,
{-1,0,1} oder {0,1}), wobei die gleichzeitig auf den Eingabeleitungen
Ubertragenen Werte zu einem n-dimensionalen Vektor 1 und die Ge-
wichte zu einem Gewichtsvektor w zusammengefal3t werden. Der vom
Prozessorelement berechnete Ausgabewert O: ¢ Y wird auf der einen
Ausgabeleitung ausgegeben. Abbildung II.1 zeigt das Modell eines

Prozessorelementes.

In der Neurophysiologie gibt es Gehirn-Modelle, bei denen das oben
definierte Prozessorelement einem Neuron und die Verbindungsgewichte
den Synapsen entsprechen. (PAL82, PALS88). In anderen Fallen heilRen
die Prozessorelemente auch Hypothesen und die Verbindungen Be-
dingungen (constraints) zwischen den Hypothesen. Exitatorische Ver-
bindungen entsprechen sich gegenseitig stutzenden Hypothesen,
wahrend inhibitorische Verbindungen sich gegenseitig ausschlieRende
Hypothesen darstellen. In der Festkdrperphysik existieren Modelle
(Spinglaser-Modelle), in denen die Prozessorelemente und die Ver-
bindungsgewichte Atomen und Molekilen mit ihren Wechselwirkungen
entsprechen (KINS85).

Die Dynamik eines Prozessorelementes wird durch die drei Funktionen
a, 8 und X bestimmt. Die Aktivierungsfunktion a berechnet einen neuen
Aktivierungswert a € A in Abhangigkeit vom aktuellen Aktivierungs-
wert , den aktuellen Gewichten und der anliegenden Eingabe. Die am
haufigsten verwendete AKktivierungsfunktion a basiert auf der ge-
wichteten Summe der Eingabewerte, d.h:

n
a=> Liswi=1T»w (IL.D)

i=1
Die Ausgabefunktion S bestimmt in Abhangigkeit von der momentanen
Aktivierung a: ¢ A des Prozessorelementes j den Ausgabewert O:. Neben
einfachen, linearen Ausgabefunktionen (KOH77) findet man héaufig
Schwellenfunktionen der Art

1, wenn a = TH,

dta) = (11.2)
0 sonst,

oder semilineare (logistische, sigmoide) Ausgabefunktionen

1
S(a) = , (11.3)
1+ e a-TH
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wobei der Exponent -a - TH durch einen Parameter T skaliert sein
kann. Abbildung 11.2 zeigt die beiden Ausgabefunktionen. Die sigmoide
Funktion ist im Gegensatz zur Schwellenfunktion differenzierbar und
streng monoton wachsend. Sie approximiert die Schwellenfunktion far
sehr kleine T.
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Abbildung 11.2: Schwellen- und Sigmoidausgabefunktion

Grundlegend fur die sich andernde Arbeitsweise eines Prozessor-
elements und damit des gesamten assoziativen Netzes ist die Lern-
oder Adaptionsfunktion. Sie ist eine Vorschrift zur zeitlichen Anderung
der Verbindungsgewichte W(t) = W(t-1) + AW, wodurch sich eine
zeitvariante Arbeitsweiseergibt.

Die Lernverfahren lassen sich dabei in uniiberwachte und iberwachte
Verfahren unterteilen. Die uniiberwachten Lernverfahren benutzen
statistische Eigenschaften der Eingabemuster (Traningsmenge), um
diese zu klassifizieren. Zu den uniiberwachten Verfahren gehotrt die
weit verbreitete Hebb-Regel. Sie basiert auf der Hebb' sehen Hypothese,
dal3 die Verbindung Wj| verstarkt wird, wenn die Ausgabeleitung des
Prozessorelements j und die Eingabeleitung Xj aktiviert sind:

Awjj =T * Ij * O], (11.4)

wobei T) die konstante Lernrate ist. Die Hebb-Regel wird beim einfachen
Assoziativspeicher in Kapitel 1V verwendet.

Zu den iiberwachten Lernverfahren zahlt die Widrow-Hoff-oder
Delta-Regel:

Awij = o x I * 95, 95 = (O‘jz - O)). (11.5)
OZ ist die gewlnschte (Ziel) und O; die vom Netz berechnete Ausgabe,

womit sich 0: als Abweichung der gewlinschten zur tatsachlich berech-
neten Ausgabe ergibt. Die Delta-Regel sorgt also dafur, dal3 die be-
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rechnete Ausgabe mit der vorgegebenen Ausgabe Ubereinstimmt
(es gilt: 95=0 => Awij=0 => W konstant). Uberwachte Lernverfahren
werden im Kapitel V untersucht, wobei im Hinblick auf eine schaltungs-
technische Realisierung zwischen lokalen Regeln (Delta-Regel), bei
denen die GroRen lokal an jedem Prozessorelement zur Verfugung stehen,
und globalen Regeln (Pseudoinverse) unterschieden wird.

Die Leistungsféhigkeit eines neuronalen Netzes entsteht nun durch das
Zusammenspiel von sehr vielen (21000) Prozessorelementen. Das Zu-
sammenspiel wird geregelt durch die Dynamikfunktionen jedes einzelnen
Prozessorelementes und durch die Netzwerkstruktur, die im folgenden
definiert wird.

X; Y| | Awiyj xij' Awy; X; Y5 | Awyj
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Abbildung II1.3: a) Delta-Regel fur binadre Eingabevektoren

b) Vereinfachte Hebb-Regel
c) Hebb-Regel fUr Hopfield-Netze

11.2 Definition des assoziativen Netzwerkes

Definition I1.2
Ein assozatives Netzwerk ist ein Quintupel AN = (B, (r, u, ¢, ¢) mit
einer endlichen Menge ® von m Prozessorelementen, einer endlichen
Menge ¢ von n externen Eingaben sowie drei Abbildungen

D: 3 X VW—> {01}, C : & X B —> {0,1}) und ¢ : B —> {0,1}.

FUr alle Pj, Pj € 88 bestimmt v(P;, Pj), ob eine Verbindung von P;
nach P; besteht. Die Abbildung e(ej, Pj) legt fur alle ej € € fest,
ob das Prozessorelement Pj ¢« 583 mit der externen Signalquelle ej
verbunden ist, und die Abbildung ¢ (P;) bestimmt, ob die Ausgabe
von Pj eine externe Ausgabe an die Umwelt ist.

Die Prozessorelemente und die Netzwerktopologie charakterisieren
somit ein assoziatives Netzwerk. Die Dynamikgleichungen der Prozessor-
elemente bestimmen das zeitliche Verhalten des Netzwerkes, das ent-
weder bezluglich einer zeitdiskreten oder einer kontinuierlichen Zeit-




skala arbeiten kann. Im kontinuierlichen Fall wird die Dynamik des
Netzes durch gekoppelte Differentialgleichungen beschrieben, die der
physikalischen Realitat der Nervenzellen ndaher kommen, aber analytisch
nur schwer handhabbar sind. Der zeitdiskrete Fall ist immer dann
zwingend, wenn man die vielen Prozessorelemente auf einem Rechner
simulieren méchte. Die in dieser Arbeit verwendeten Modelle beziehen
sich daher auf eine diskrete Zeitskala, so da3 im allgemeinen t € IN
gilt. Andern alle Prozessorelemente P; « B gleichzeitig ihren Aktivitats-
zustand, so spricht man von einer synchronen, andernfalls von einer
asynchronen Arbeitsweise des Netzes. Ein Netzwerk arbeitet seriell,
wenn nur ein Prozessorelement seinen AKktivitadtszustand zu einem
Zeitpunkt t neu berechnet; falls mehr als ein Prozessorelement seinen
Aktivitatszustand zum Zeitpunkt t neu ermittelt, so arbeitet das Netz-
werk parallel. Werden die Prozessorelemente, die ihren AKktivitats-
zustand andern, zufallig ausgewéahlt, so spricht man von einer nicht-
deterministischen, andernfalls von einer deterministischen Update-
Strategie. Nichtdeterministisch arbeitende Netze wurden von J.J.
Hopfield (HOP82) eingefihrt.

Die drei Abbildungen D, c¢, ¢ bestimmen die Netzwerktopologie, die
durch Matrizen dargestellt wird. Bei theoretischen Untersuchungen
steht haufig die Topologie der Netze im Vordergrund, weshalb Definition
I1.2 als gewichteter Graph G(V,E) mit der Knotenmenge V = 8 U ¢ und
der Kantenmenge E = {wy;li = 1..n, ] = 1..m} interpretiert wird. Die Ab-
bildungen erlauben die Spezifikation von beliebigen Verbindungs-
strukturen, z. B. Mehrebenen- oder Ruckkopplungsstrukturen. Das asso-
ziative Netz kommuniziert mit der Umwelt Uber externe Signalquellen.
In der Literatur findet sich h&ufig eine Partitionierung des Netzes nach
dieser Kommunikationsstruktur.

Definition I1.3

Ein Prozessorelement P ¢ 2? eines assoziativen Netzwerkes AN =
(B, ¢ 0, c, ) mitIFl = n heildt
- Eingabeelement (input unit) :<=> 3i ¢ {1..n} mit e(e;,P) = |,
- Verstecktes Element (hidden unit) :<=> Vi ¢ {1..n} gilt
¢(ej,P) = 0 und ¢(P) = 0,
- Ausgabeelement :{=> {(P) = 1

Das Netz arbeitet im 'spreading activation'-Arbeitsmodus, wenn in dem
nach Definition I1.3 partitionierten Netz die Netzwerkeingabe von den
Eingabeelementen Uber die versteckten Elemente zu den Ausgabe-
elementen propagiert wird, von denen dann das Ergebnis abgelesen
werden kann. Die Netzwerktopologie darf dabei keine Ruckkopplungs-
schleifen enthalten.
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Ein Netzwerk arbeitet im ‘relaxation' (Fixpunkt)-Modus, wenn von
einem Anfangsaktivitatszustand Ag (bestehend aus den AKktivitéts-
werten der m Prozessorelemente) durch RuUckkopplung ein stabiler
Aktivitatszustand Af erreicht wird. Ein Spezialfall des Relaxations-
Modus ist das 'simulated annealing' (gleichzeitiges Ausgliihen), Dbei
dem die sigmoideAusgabefunktion durch langsame Abnahme des Faktors
T (Temperatur) der Schwellenfunktion angendhert wird, wodurch ein
stabiler Zustand im globalen Minimum erreicht wird.

Ein weiteres Merkmal das assoziative Netze in der Literatur charakter-
isiert ist die Art der Wissensreprasentation. Flr eine Menge E von
abstrakten Eigenschaften (Fahigkeiten, Dingen) spricht man von lokaler
Représentation (local representation), wenn jedem Prozessorelement
P ¢ 25 genau eine Eigenschaft e € E zugeordnet wird. Netzwerke, die
ihre Information lokal reprasentieren, sind einfach zu verstehen und
zu entwerfen, da die Topologie und Gewichtung des Netzes einem
genauen Abbild der Struktur des Wissens uUber die Eigenschaften und
deren Zusammenhange entspricht. Man spricht deshalb auch von einer
‘Eins-zu-Eins-Korrespondenz' (one-unit-one-concept) zwischen dem
Wissen und den Prozessorelementen.

Wird dagegen jede Eigenschaft e e E durch ein Aktivitatsmuster, ver-
teilt Uber alle Prozessorelemente, dargestellt, und ist jedes Prozessor-
element an der Reprasentation von mehreren, verschiedenen Eigen-
schaften beteiligt, so spricht man von einer verteilten Reprasentation
(ditributed representation) des Wissens. Die verteilte Wissens-
reprasentation der konnektionistischen Modelle ist vollkommen
anders als die Art der Wissensreprasentation von herkémmlichen
KI-Systemen. Ein Vorteil der verteilten Wissensreprasentation liegt
in der Fehlertoleranz der Modelle, denn fallt z. B. ein Verbindungs-
element aus, so kdnnen die Muster vollstandig oder zum grofdten Teil
noch ausgelesen werden, da viele Verbindungselemente an der Speicher-
ung beteiligt sind (siehe Kapitel 1V). Daneben entspricht die verteilte
Wissensreprasentation eher der Wissensreprasentation im menschlichen
Gehirn als die lokale Wissensreprasentation.
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1. Zuverlassigkeit und Fehler von Bauelementen

Die Integrationstechnik benoétigt fehlertolerante und fehlerkorrigierende
Speicherarchitekturen. Konventionelle Speicher funktionieren nur dann
einwandfrei, wenn alle Funktionseinheiten korrekt arbeiten. Zusatzliche
Speicher- und Logik-Elemente sind erforderlich, um eine fehlerhafte
Einheit zu rekonfigurieren, was einen Overhead von bis zu 20% bedeuten
kann. Ein Ausfall einer Funktionseinheit eines Chips kann heute ganze

Produktionsstrafden stillegen und damit sehr hohe Kosten verursachen.

Zur Vermeidung bzw. zum Erkennen von Fehlern werden heute auf
allen Ebenen des Hardware-Entwurfs diverse Methoden getroffen
(modularer Aufbau, Built-In-Test, Scan Path Methode, usw. ). Mit
weiterer Miniaturisierung nimmt die Komplexitat der Schaltwerke
noch weiter zu, so dal3 Funktionseinheiten nur ausschnittsweise ge-
testet werden kénnen und daher moglicherweise fehlerbehaftet sind.

Im folgenden werden die fir diese Arbeit notwendigen Kenngrofden,
namlich die Zuverlassigkeit von Bauelementen und die Arten der zu
untersuchenden Fehler, beschrieben. Weitere Ausfihrungen finden sich
bei K. Goser (GOS84, GOS87), A. Deixler und E. Metschi (DME74)
sowie bei W. Gérke (GOR74).

II1.1 Das Auftreten von fehlerhaften Elementen

Das Auftreten von fehlerhaften Elementen im Fertigungslos |aRt sich
bei der Massenproduktion von Bauelementen praktisch nicht vermei-
den. Zudem verlieren die Bauelemente im Laufe ihrer Lebensdauer ihre
zugesicherten Eigenschaften.

Definition III.1
Die Zuverldssigkeitist ein Mal3 daflr, wie ein Bauelement im Laufe
seines Lebens die zugesicherten Eigenschaften beibehélt.

Um die Zuverlassigkeit von Bauelementen richtig einschatzen zu kénnen,
sind Kenntnisse Uber Zuverlassigkeits-Kenngrof3en erforderlich.
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Definition II1.2

Es sei N(t) die Anzahl der funktionsfahigen Bauelemente zum
diskreten Zeitpunkt t und Ng die Anzahl der funktionsfahigen
Einheiten zum Zeitpunkt to (Beginn).

Die Bestandsfunktion R: IN --> Rwird definiert durch:

R(D= T

und die Ausfallfunktiod—: N --> R durch

No - N(t AN
Fys No NM) AN
Na~ No
X = - AN / (Ng * At) hei3t Ausfallrate und gibt die Anzahl der

Ausfalle AN im Zeitraum At an. Die MafReinheit fir die Ausfallrate
ist h~! oder Fit = 10"2h~!. 1/X = MTBF (mean time between failures)
ist der mittlere Abstand zwischen zwei Ausféallen.

Der Wert X ist in der Regel nicht konstant, sondern andert sich mit
der Lebenszeit der Bauelemente. Tragt man X Uber der Zeit t auf, so
erhéalt man die sogenannte Badevvannenkurve.

L

}III Ver schl ei R--

T

fAusfallrate tl Frihausf al |

| \\ /

~ Il Betriebsausfall
X = konst ant

ausfal |

Zeit t —

Abbildung 111.1: Badewannenkurve

- Der Bereich | ist gekennzeichnet durch eine mit der Zeit abnehmende Aus-
fallrate X. Zu erkléren ist diese Abnahme damit, dal3 Bauelemente, die mit
herstellungsbedingten "Kinderkrankheiten" behaftet waren, bereits am Anfang
ihres Einsatzes ausfallen. Um diesen Abschnitt bei wichtigen Anwendungen
auszuschalten, kénnen Bauelemente kinstlich ‘vorgealtert’ werden, denn die
Phase mit relativ hohen Ausfallraten wird in die Zeit vor dem Einbau in ein
Gerdat verlegt. Die am haufigsten verwendete beschleunigte Alterungs-
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Methode ist die Lagerung des Bauelements bei einer erhohten
Umgebungstemperatur (burn-in). Nach Arrhenius gilt:
X = Kyu e 77 wobei E 4, die Aktivierungsenergie ist.

- Im Bereich Il ist die Ausfallrate X anndhernd konstant. In diesem Zeitraum
fallen Bauelemente nach statistisch bedingten Ursachen aus. Dieser Abschnitt
umfaldt in der Regel die normale Betriebsdauer.

- Die Ausfallrate X steigt im Bereich IIIlwieder an. Dieser Anstieg ist bedingt
durch den verstarkten Ausfall wegen "Alterserscheinungen”. Heutzutage
jedoch sind Halbleiterbauelemente bereits so zuverlassig, dal3 bel normaler
Anwendung dieser Bereich nicht mehr erreicht wird.

[11.2 Fehlerarten

Die verschiedenen Fehler, die in der Produktion oder wahrend des Be-
triebs einer Funktionseinheit entstehen, werden in vier Kategorien ein-
geordnet:

a) Katastrophenfehler (catastrophic failures),

b) harte Fehler (hard errors),

c) weiche Fehler (soft errors) und

d) Parametervariation.

Zur Phanomengattung der Katastrophenfehler gehdéren die Ausfallereig-
nisse "KurzschluR* und "Unterbrechung” von Bauelementen. Fehler
dieser Art verursachen in jedem Falle den Ausfall des nichtredundanten
Bereiches einer Schaltung, in dem die Bauelemente eingesetzt werden.
Derartige Fehler werden in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet.

Defekte Speicherzellen aufgrund physikalischer Fehler - z.B. Kontaktfehler -
zahlen zu der Klasse der harten Fehler (permanent errors, MOO88). Das
Bauelement liefert keinen oder einen konstanten Beitrag. Harte Fehler stehen
im Mittelpunkt dieser Untersuchung.

Weiche Fehler (transient errors) treten nur sporadisch auf, z.B. durch «-
Strahlung, Temperaturschwankungen, mechanische Beanspruchung oder
Radio-Interferenzen. Die zeitliche Zuverlassigkeit (temporal redundancy)
der Bauelemente erlaubt die Behebung dieses Fehlertyps, in dem die
Berechnung erneut durchgefiuhrt wird. Die weichen Fehler sind relativ selten
und meistens in ihrer Ursache / Wirkung nicht nachzuweisen, weshalb sie
nicht weiter untersucht werden.
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Be der Fertigstellung von Bauelementen kommt es aufgrund von herstel-
lungsbedingten  Unzulanglichkeiten (Maskenjustierung, Unterdiffusion,
Unteréatzen, Lichtbrechung usw.) zu einer Streuung von Parametern (z.B.
der Schwellenspannung). Schwankungsbreiten von 1% und mehr Uber einen
Wafer sind durchaus normal; die Schwankungen von Parametern Uber einen
Chip oder gar Uber benachbarte Schaltungselemente sind wesentlich kleiner.
Abbildung 1.2 zeigt die Verteilung der Schwellenspannung (V) iiber einen
Wafer. Das Histogramm folgt nicht unbedingt einer Normalverteilung. Es
konnen ebenfalls sogenannte Ausreif3er, also Werte weit weg vom Mittelwert,
auftreten. In den meisten praktischen Fallen elektronischer Schaltungen
stellt die Exponentialverteilung eine ausreichende Annédherung an das
Verhalten der Bauelemente dar. (GOR74).

In den nachfolgenden Kapiteln wird die F&higkeit von ausgewahlten

Repréasentanten von Assoziativspeichern beziglich der harten Fehler
und der Parametervariation untersucht.

12 ]
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T —

fAnzahl 8| — —
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1 1,2 1,3 1,4 15
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Abbildung II1.2: Verteilung der Schwellenspannung (V) liber einen Wafer.

- 15 -



IV. Fehlertoleranz des einfachen Assoziativspeichers

IV.1 Einfihrung

In diesem Kapitel werden Gleichungen abgeleitet, mit deren Hilfe sich
die Fehlertoleranz des einfachen Assoziativspeichers abschatzen |afit.
Sie erlauben es, unter Vorgabe gewisser Fehler, die in der Chip-Her-
stellung auftreten kdnnen, Speicherkapazitatswerte festzulegen, haupt-
sachlich fur sehr grol3e Speicher, die im Augenblick noch nicht simulier-
bar sind. Fehler kbnnen dabei in der Eingabesowie bei den Verbindungs-
elementen auftreten. Der Einflu3 der Parametervariation von Ver-
bindungselementen auf die Speicherkapazitat wird nach der Darstellung
von Simulationsergebnissen fur kleinere Netze diskutiert. Den Ab-
schluf3 des Kapitels bildet die Simulation eines Assoziativspeichers,
der ASCII-Muster speichert.

Der einfache Assoziativspeicher wurde schon von verschiedenen Wissen-
schaftlern untersucht, unter anderem von D. J. Willshaw (WIL70), von
T. Kohonen (KOH72, KOH77), von G. Palm (PAL80, PAL81), von A. Lansner
und O. Ekeberg (LAE 85) sowie von JJ. McCelland (RMC86). Als
Einfihrung in die assoziative Speicherung wird ein Vergleich mit der
aufzahlenden Speicherung von Nachrichten angestellt, danach folgt die
Definition des einfachen Assoziativspeichers und die hier verwendete
Lernregel.

IV.2 Assoziativspeicher kontra aufzéhlender Speicher

Um Information mathematisch zu beschreiben, wird sie als Wert einer
Kodierung von Nachrichten, d.h. der Spezifikation einer Abbildung
I: N --> R aufgefal3t. Dabei wird eine Nachricht n aus einer Menge von
Nachrichten N einer Zahl 1(n) ¢ IR zugeordnet. Entscheidend bei der
Konstruktion solcher Abbildungen ist die Homomorphie-Eigenschaft
der Abbildung bezuglich der Addition, d.h. die Information der
Nachricht (n + n’) betrdgt die Summe der Informationen beider
Nachrichten.

I(n +n’) =1(n) + I(n").
Wenn die Nachricht als Sequenz (st,...,sn) definiert ist, wobei die §j
aus einem festen, endlichen Alphabet A stammen, so lalt sich die

Menge von Nachrichten ausdricken als:

N(A) := {(s1,...,sp) I N € IN, sq,...sp¢ A},
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Es ist klar, dal sich mit nur zwei Elementen, z.B. A = {0, 1}, jede Nach-
richt kodieren |aRt. Die Addition zweier unabhangiger Nachrichten
n = (sq,..,sp) und n' = (s{,...sg) wird dann einfach definiert durch:

(sy,..,sp) + '(sf,..,sk') = (s{,..-,Sn,S1,...,SK)

Der Aufbau der Menge N(A) korrespondiert mit der herkommlichen
Darstellung von Nachrichten. Die Struktur der Menge N(A) wird mit
aufzidhlender Strruktur bezeichnet.

Eine andere Moglichkeit, Strukturen zu beschreiben, besteht in der
Abbildung von Nachrichten auf Nachrichten. Eine korrekte Anwort auf
eine Reihe von Fragen enthalt auch Information, d.h., Elemente aus
einer Menge F von 'Fragen’ werden auf Elemente einer Menge A von
‘Antworten’ abgebildet. Man erhalt eine Funktion n: F --> A, die In-
formation beinhaltet (siehe Abbildung IV.1). Die Menge der Nachrichten
lant sich folgendermafRen definieren: Eine Nachricht ist eine Funktion
n:. F-—-> A, wobei A eine feste Menge von Antworten und F eine be-
liebige endliche Teilmenge aus einer Menge P von 'mdéglichen Fragen’
i st.

N(P,A) := {n: F -> A, F £ P, F endlich}.

Es werden zwei Elemente in der endlichen Menge A ausgezeichnet, z.B.
‘Ja’ und ‘Nein'. Die Kombination von zwei unabhangigen Nachrichten
n. F—> A und n': F —> A wird in der Menge N(P,A) fiir F() FF = 0 und
n+n':FUF --> A definiert durch:

(n+n) (f := i[ n(f), fallsfeF
T (), falls f ¢ F.

Fragen Antworten

n F —> A

Abbildung IV.1: Abbildung von Fragen auf Antworten (PALS8O).
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Palm definiert nun einen Speicher als Maschine mit 2 Zustanden, dem
'Einlese’- und dem ‘Auslese’- Zustand. Im 'Einlese’- Zustand werden
der Maschine Nachrichten ny,...n,, z € IN eingegeben. Ist der 'Auslese’-
Zustand aktiv, dann kénnen die vorher eingespeicherten Nachrichten
n;....n, reproduziert werden.

Hat die Menge von Nachrichten, auf denen der so definierte Speicher
arbeitet, die Form einer aufzahlenden Struktur, so wird der Speicher
als Listenspeicher bezeichnet. Entspricht die Menge der Nachrichten
einer Abbildung, so hei3t der darauf arbeitende Speicher Assozativ-
speicher. Ein Videorecorder ist z.B ein Listenspeicher.

Assoziativspeicher sind in ihrer Arbeitsweise schwerer zu verstehen.
Anfangs sind keine Nachrichten gespeichert, d.h. der Speicher ist leer.
Im 'Einlese’'- Modus werden dann Fragen mit den entsprechenden Ant-
worten gespeichert. Im ‘Auslese’- Modus kann anschlieBend durch
Eingabe einer Frage die korrespondierende Antwort berechnet werden.
Bei der Implementierung des Assoziativspeichers ist zu beachten, daf3
man diesen nicht als Listenspeicher konstruiert. Dies wirde geschehen,
falls eine Lister aller Fragen mit den entsprechenden Antworten ein-
gespeichert wird. Es ist einfach einzusehen, daf3 Listenspeicher in
Assoziativspeicher und Assoziativspeicher in Listenspeicher umgewandelt
werden konnen (PALS8O0).

Im folgenden werden zwei Moglichkeiten aufgezeigt, Assoziativspeicher
zu konstruieren. Zum einen kann die Abbildung n als lineare Abbildung
w:RM —--> R™M implementiert werden. Diese Konstruktion wird im Kapitel
V weiter verfolgt. Die andere, approximative Mdglichkeit wird nun
dargestellt.

V.3 Definition des einfachen Assoziativspeichers

Definition IV.1

Ein einfacher Assoziativspeicher ist ein assoziatives Netzwerk
EA = (B,E,v,¢,¢) mit folgenden Eigenschaften:

-B={P I Pj=(n X, A Y, W «.5, % THj), | = 1.m} mit
X =Y =W = {0,1}

wobei 1], Wjj € {0,1};
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[ |, falls a = TH;
>l (a() O,=sonst J

a =L, wy e A;
TH; € A ist der Schwellenwert (s. II.1);
A%, wy, 0% = wj, mit

| 1, falls (Of AL >V wy .1

Wi L 5wy < (0D

=| 0, sonst oo
wobei i = 1..n und t = 1..z, zz Anzahl der Muster.
-E={ejli=1.n}.
-v(P;, Pj) =0 Vi,jedil.n), Pj, Pj € 25
-Clej, P =1, Vie{t.n), j € {1.m},P; € 25 e; ¢ €.
-$(P)) =1, Vjei{t.m, Py € 25

Der einfache Assoziativspeicher besteht aus m Prozessorelementen, die
alle denselben bindren Eingabevektor I aus den externen Eingabe-
quellen e; empfangen. Jedes Prozessorelement p; sendet als Ausgabe
einen Wert aus {0,1} an die externe Ausgabe. Der Aktivierungswert a
~eines Prozessorelementes ergibt sich durch Summierung der gewichteten
Eingabe und liegt bei korrekter Funktionsweise in der Menge {1..n}.
Falls diese Summe groRRer wird als der zugehodrige Schwellenwert TH,
so wird eine |, andernfalls eine 0 auf die Ausgabeleitung ausgegeben.
Gelernt wird mit einer vereinfachten Form der Hebb~Regel. Die Pro-
zessorelemente arbeiten zeitdiskret und parallel deterministisch, d.h.
sie 'sehen’ eine globale Uhr und bestimmen gemeinsam ihren neuen
Zustand durch Anwendung der Dynamik- Funktionen, wenn die globale
Uhr einen neuen Taktzyklus beginnt. Abbildung 1V.2 zeigt ein Modell
des einfachen Assoziativspeichers.

Zur weiteren Ableitung von Eigenschaften werden die Ausgabeleitungen
der m Prozessoren zum Ausgabevektor O zusammengefaldt. Es sind dann:

n die Dimension des Eingabevektors 1 [n = dim (I)] und

m die Dimension des Ausgabevektors O [m = dim(O)],
w;; ist dann der Wert des i-ten Verbindungsgewichtes vom Prozessor-
element j. Der Ausgabevektor entspricht dem vom Netz berechneten bzw.
gespeicherten Muster. Mit I_‘, wird der Wert des t -ten Eingabemusters an
der Position i = 1..n bezeichnet, wobel t = 1..z und z die Anzahl der im
Netz gespeicherten bzw. einzuspeichernden Muster ist. Entsprechend be-
zeichnet O} den Wert des t-ten Ausgabemusters an der Position j = 1..m.
Weiterhin seien
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Anzahl der Einsen im Eingabevektor I und

1
Anzahl der Einsen im Ausgabevektor O.
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I

Wie in der Einleitung angedeutet, werden die Muster nicht unter Angabe

der Adresse, unter der sie gespeichert wurden - wie im herkémmlichen

Speicher - , sondern durch Angabe des zu dem Ausgabemuster korres-

pondierenden Eingabemuster ausgelesen. Das Eingabemuster f kann

dabei unvollstandig, d.h. I'*t C Lt oder verrauscht, d.h. I't ~ f sein

(Musterabbildung und Mustervervollstandigung). Bei unvollstandigem

oder verrauschtem Eingabemuster wird versucht, mit Hilfe einer Schwellen-
wert-Auswahl-Logik das Ausgabemuster auszulesen.

Axone
JI’ /_’:’I" wr
modifizierbare
@K@ EEETE
) r § —=
\ Wha u}_ -Dendrit
N f . -
N
W Wz Wisn
—
Wr',]. W:na Wu-m
—) ’ T
A
X TH, T™,) - -+ + (TH,
0] o
n
e
Axone

Abbildung IV.2: Der einfache Assoziativspeicher dargestellt als asso-
ziatives Netz. Die Elemente in der vertikalen entspechen
den Prozessorelementen Pi mit dem Schwellenwert THJ:.
Faldt man den Assoziativspeicher als Modell des mensch-
lichen Gehirns auf, so entsprechen die dUnnen Linien
in der horizontalen den Axonen und die Leitungen in
der vertikalen den Dendriten. Die Verbindungen fungier en
als Synapsen. Sie sind variabel (PALS88).



IV.4 Das Einspeichern von Mustern im Assoziativspeicher (Lernen)

Um Muster in einen nach Definition 1V.1 definierten Assoziativspeicher
einzuspeichern, wird eine vereinfachte Form der Hebb'schen Lernregel
verwendet. Dabei wird die Ausgabeleitung des j-ten Prozessorelements
mit dem Wert des Ausgabemusters Oj, t = 1..z belegt. Das Eingabe-
muster l‘ wird auf die Eingabeleitung eines jeden Prozessorelementes
geschrieben. Sind nun Ausgabeleitung Oj und Eingabeleitung I; aktiv,
so wird das Verbindungsgewicht wj; auf | gesetzt, andernfalls wird Wjj
nicht verandert. Folglich mul3 es nur ein Korrespondenzpaar (I§, 0j)
unter allen Paaren geben, damit Wjj = | ist. Existieren weitere Korres-
pondenzen (I3, O§ ) mit s#t, so bleibt w;; = | erhalten.

Abbildung 1V.3-6 illustriert die Speicherung und den Abruf von
Mustern. Zur Speicherung eines Musters (3) wird die Ausgabebitfolge
an die horizontalen und die Eingabebitfolge an die vertikalen Leitungen
angelegt. Dabei werden die Leitungen aktiviert (dicke Punkte), an denen
die beiden Bitfolgen korrespondieren, d.h. beide gleich | sind. In (4)
wird ein weiteres

3) Ol 001 01 0O 1 4) |I |I 00 01 0 O0O0 1
(0] 1 —é= 3 ‘
1 1 +———o 1 4;U 1]
0] (0] -

o o -

1 * o "y o -\ o—l o

(@) 1 Jo} L 2 E
1 H- o ry 0 -4 +——o

O (0]

O 0

D bttt L ettt

5) 6)
| 4 q ' o ——% '
C I g - e ) )
0 0 -¢
(0] (0)

0 +§ 0 ¢
0 — HL 0 L 2 %
(0] 9——p (9] L L
0] o)
0 (@)
0 -e—o N——o - ] —4e—e H——@ 3
2l 2 4 2 1 2 2] 2 2l 2| 2 2
TH=2 TH=2
11 0001 00O01 11 001t11 0O01

Abbildung IV.3 - 6: Speicherung und Abruf von Mustern in einem ASsSsoO-
ziativspeicher. Vertikal sind die Gewichtsvektoren
der m Prozessorelemente dargestellt.
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Muster eingespeichert. Um ein Muster wieder auszulesen, genigt es,
einen Teil des Musters anzulegen (5) . Das Teilmuster erzeugt Uber die
aktivierten Verkniipfungen ein Ausgangssignal. Die Ausgabefunktion
ergédnzt mit Hilfe des Schwellenwertes TH das korrekte Ausgabemuster.
Die Ausgabe kann auch eine Uberlagerung der gespeicherten Muster
darstellen (6), wenn eine Kombination aus beiden Mustern als Eingabe
vorliegt. Fafit man die Verbindungsgewichtsvektoren der m Prozessor-
elemente als Spaltenvektoren einer Matrix W auf, so lafkt sich die
Wirkung der Lernphase auf die Matrix ebenfalls ausdriicken durch:

z

wij = V I} A Oj, wobei V die Konjunktion von Bits ist, d.h. OVO = 0,
t=1

oV1=1V0 = 1\VV1 = 1.

IV.5 Gesamt- und Bitfehlerwahrscheinlichkeit beim Assoziieren eines
Musters

Um die Fehlertoleranz des Assoziativspeichers zu untersuchen, bendétigt
man charakteristische Leistungsgrofen, mit deren Hilfe sich Eigen-
schaften des Speichers beschreiben lassen. Ein Kriterium fiur die
Leistungsfahigkeit des Speichers ist die Anzahl der Muster z, die in
ihm gespeichert werden kénnen. Ein weiteres Kriterium ist die Wahr-
scheinlichkeit fur einen Bitfehler im Ausgabemuster bei der Assoziierung
und ein drittes ist die Informationsspeicherkapazitat (s.u.), die eine
Kombination der ersten beiden Kriterien beinhaltet.

Die fehlerhafte Assoziierung von Eingabe- mit den Ausgabebitfolgen
wachst , wenn versucht wird, sehr viele Muster in den Verbindungsge-
wichten des Assoziativspeichers abzulegen. Es kommt zu Uberlappun-
gen von Mustern, da die Gewichtsvektoren der Prozessorelemente sehr
viele Einsen enthalten (Abbildung IV.6). Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit
ist entscheidend fur die Fehlertoleranz-Untersuchungen. Ausfuhrungen
finden sich in Kohonen (KOH72), Palm (PAL80) und Willshaw (WIL71).
Ein Muster wird fehlerhaft ausgelesen, wenn ein Ausgabeelement in
den aktiven Zustand uUbergeht, obwohl das Zielmuster dort nicht
aktiviert ist, oder wenn das Ausgabemuster nicht aktiviert ist, obwohl
das Zielmuster an der Position aktiviert ist, d.h.

a) aj 2 THj, aber O-f = O und
b) a; < TH;j, aber Ojt: 1

Der Fehler b) tritt auf, wenn das Eingabemuster oder die Verbindungs-
elemente gestort sind, z.B. wenn das Eingabemuster weniger als | Einsen
enthalt oder die V erbindungselemente eines Prozessorelementes ausfall en.

o
1



Betrachten wir zunachst einen Assoziativspeicher, der keine gestorten
Verbindungselemente enthalt und bei dem das Eingabemuster korrekt
vorliegt. Sind die | Einsen des Eingabe- bzw. die k Einsen des Ausgabe-
vektors zuféallig in den Vektoren verteilt, so ist es einfach, die Wahr-
scheinlichkeit Pon zu bestimmen, mit der ein Verbindungsgewicht
(Knoten) aktiv ist, nachdem alle z Muster angelernt wurden. Wird ein
Muster eingespeichert, so werden | * k der insgesamt m * n Verbindungen
aktiviert. Damit ist ein Verbindungsgewicht mit der Wahrscheinlichkeit
I*k/(n*m) eingeschaltet, und | - I*k/(m*n) ausgeschaltet. Nach dem
Anlernen von z Mustern gilt:

kxl \*
! _pon = (1 - ,—n;;)
Z
und damit: pon = 1 - (1 - izl;) (IV.1)

Abbildung IV.7 zeigt die Belegungswahrscheinlichkeit oder den Flllungs-
grad pgop fur z = 10, 20 und 30 Muster mit | = k =5und m =n = 35. Mit
steigender Musteranzahl z steigt auch die Belegungswahrscheinlichkeit

fir zufallige Muster (Pon.10 = 0.19, Pon.20 = 0.34 und pyn .30 = 0.45).

Ein Fehler in der Position j des Ausgabevektors tritt also dann auf,
wenn alle | Einsen der Eingabe auf eine aktivierte Verbindung des Pro-
zessorelementes j treffen und dies ist genau dann der Fall, wenn fur
jede Eins an der Position i des Eingabevektors I' ein Musterpaar
(I°, O%) unter allen Mustern existiert, so daR in I’ an der Stelle i und
O® an der Stelle j eine Eins vorkommt ( s,t = 1..z ). Diese Bedingung
wird nach Palm (PAL80) mit C(t, j) bezeichnet. Die Anzahl der fehler-
haften Einsen N¢; im Ausgabevektor des Musterpaares (I*, 0% ergibt
sich zu:

<
Nt1 = 1[c(t, j) trifft zuls (1V.2)

wobei I[C(t, j) trifft zu] eine Zufallsvariable ist, die eine Eins ergibt,
falls der Fehler auftritt, andernfalls eine O.

Es berechnet sich § := PL_I[C(t, j) trifft Zu]J—, die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Fehler a) im Falle von Hetero-Assoziation, zu:

p=Plvi€{l.n}:1§=13s € (1..2}:1{ = O} = ]

b (D (1= S - Tam ) #!

n

: (IV.3)
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Abbildung I1V.7 : Belegungswahrscheinlichkeit pon flirz = 10,20 und 30 Muster
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c-1 .
mit T(a,b,c ) = TT -22-2"_"= T(a,c,b). (PAL80)

izo  2-"'
Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit l1alt sich auch iiber einen anderen An-
satz berechnen. Dazu wird angenommen, dal3 die Aktivitat a € A eines
Prozessorelementes eine Zufallsvariable ist, die einer Binomial-
Verteilung folgt. Die Binomial-Verteilung P(X = k) = (ﬂ) pk (1-p)n-k
gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit in einer Folge von n unab-
hangigen Versuchen das Ereignis X = k auftritt. Sie ist abhangig von
der Anzahl der Versuche n und der Wahrscheinlichkeit p, mit der das
Ereignis bei einem Versuch eintritt. Auf den Assoziativspeicher Uber-
tragen bedeutet dies, dal3 unter den | Einsen in der Eingabe (I =n) sich
a (a = k) befinden, die auf eine aktivierte Verbindung treffen, und zwar
mit der Wahrscheinlichkeit pon (Pon = p). Es berechnet sich die Wahr-
scheinlichkeit fur den Fehler a) durch Aufsummieren der einzelnen
Wahrscheinlichkeiten, d.h.

i
L
Pa 2 TH = 1,Oj=0= > ({)*pon* ( - pon) | (1v.4)
-=1

—

Die Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler a) bei Verwendung von kleineren
Schwellenwerten TH = 1' < 1, erhdlt man durch Einsetzen von I in
Gleichung (IV.4). Allerdings ist Gleichung IV.4 nur gultig fur die An-
nahme, dafd die Einsen zufallig in die Matrix gestreut werden. Palm
zeigt jedoch, dal3 die korrekte Wahrscheinlichkeit 1p asymptotisch gegen
pdn geht (» - pén)/pPdn —> 0. PALSO, Appendix I1).

Nach der Wahrscheinlichkeitsrechung lat sich fur asymptotische Ab-
schatzungen die Binomial-Verteilung durch die standardisierte Normal-
Verteilung N(O,l) approximieren, wenn:

| * pon* (I - Pon) > 9 (1v.5)
ist (BOW80) mit Erwartungswert E(A) = pon*! und Standardabweichung

N(t) ist die GauBB-Verteilung mit:

t

: _ 2
N(t) = === fe 0-5*X% 4x. (IV.6)
YL¥T _ oo

Fur die Anzahl | der Einsen im Eingabevektor folgt mit Gleichung 1V.5,
dal3 | mindestens grofer 36 sein mufd. Da haufig sparlich besetzte
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Muster angenommen werden (1=0(log(n)), verwende ich die Binomial-
Verteilung, die fur sparlich besetzte Muster numerisch besser ausge-
wertet werden kann. Der Ausgabevektor O besitzt (m - k) Positionen
fur einen Fehler a) und k Positionen fur einen Fehler b), d.h. der Er-
wartungswert fUr die Anzahl der Fehler E(N¢) = E(Ng¢y) + E(Ngp) ope-
rechnet sich allgemein durch:

E(Ny) = P(a2TH;, 0 =0)*(m-k) + P(a < I, O’ = I)*k. (IV.7)

M-k »p +k*Pa<lo =1
(M-K) * pon+ k* P(a <1,0] =1) [asymptotisch]

Fur den hier betrachteten Fall ist der Fehler b) ( P(a < THj, Ojt = 1))
gleich Null, da keine Verbindungselemente gestdrt sind, das Eingabe-
muster korrekt vorliegt und durch die Lern- und Aktivierungsfunktion

gesichert ist, dafld far Oj' =1,a =1 ist, d.h.
1
E(N¢) = (m-Kk) * »p~ (m-K) * pon* (Iv.8)

Werden alle z Muster, die im Assoziativspeicher gespeichert sind, nach-
einander ausgelesen, so ergibt sich der Erwartungswert fur die Gesamt-
anzahl E(N,) aller Fehler durch z * E(N¢), d.h.

E(N\)=z*(m-K *p~zx(m-Kk *pon (1IV.9)

Im folgenden werden unterschiedliche Ansatze diskutiert, um mit Hilfe
von Gleichung (IV.9) zu einer Abschatzung der Musteranzahl z zu ge-
langen.

IV.5.1 Musteranzahl des fehlerfrei arbeitenden Assoziativspeichers

Sollen alle Muster, die im Assoziativspeicher gespeichert sind, korrekt
ausgelesen werden, so muf3 E(N) < | sein, d.h.

| >z* (m- k) * p bzw. (IV.10)

1
l >z* (m- k) * pon- (IV.11)

Beide Ungleichungen lassen sich durch numerische Verfahren, z.B. mit
Hilfe der Intervallhalbierungsmethode, l0sen. Als Startwerte eignen
sich zjming = 1 und zmax,1 = (M*n)/(1*k). Tabelle 1V.1 zeigt ein Beispiel
fir m = n= 1000 und k = | = 3.
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Gleichung 1V.10 Gleichung IV.11
Iteration Zmin Zmax Zmin Zmax
1 1 111111 1 111111
2 1 55556 1 55556
3 1 27778 1 27778
4 1 13889 1 13889
5 1 6945 1 6945
6 1 3473 1 3473
7 1 1737 1 1737
8 869 1737 869 1737
9 869 1303 869 1303
10 869 1086 1086 1303
n 869 977 1086 1194
12 923 977 1086 1140
13 923 950 1086 113
14 936 950 1086 1099
15 943 950 1086 1092
16 946 950 1086 1089
17 948 950 1087 1089

Tabelle IV.1: Numerische Lo6sung der Gleichungen IV.10 und 1V.11 fiir
m = n = 1000 und k = | = 3.

IV.5.2 Musteranzahl des Assoziativspeichers bel héchstens einem Fehler
pro Muster

Einen anderen Ansatz, der von Willshaw (WIL70) untersucht wurde, er-
gibt sich durch die Forderung, daf? E(N¢) < | sein soll, d.h.

12 (m - k) * p oder asymptotisch | 2 (m-k) * pgp (1V.12)

Die erste Ungleichung laRt sich wieder nur numerisch I6sen, aber mit
Hilfe der zweiten Ungleichung bestenht die Moglichkeit, z analytisch zu
berechnen.

1
12 (m-k)*pon

1/

1*k >Z

2Pon=1'(1' o
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i 1/1
o log (I - (=="1)
und damit gilt: 2 < (IV.13)
log (I - oty )
g m*n

McClelland (RMC86) erhalt mit einer starken Einschrankung in (IV.12),
der Abschatzung log (1-x) = -x und der Annahme sparlich besetzter Ein-
gabe- und Ausgabevektoren (k = O(log{(m)), den linearen Zusammenhang:

*m
z £ 0.69 o (Iv.14)
Als Ergebnis wird festgehalten, dal3 die Speicherkapazitat des Asso-
ziativspeichers mit der Anzahl der Verbindungen wéchst, und dal3 sie mit
wachsender Anzahl von Einsen in der Eingabe fallt, was intuitiv klar ist.
Es ist

m*n
“ =0 V.
max ( log(n)*log(m) ) (IV.15)

fur sparlich besetzte Eingabe- und Ausgabevektoren.
IV.6 Informationsspeicherkapazitét des Assoziativspeichers

Im Gegesatz zum herkdmmlichen Speicher, in dem alle Musterpaare
hintereinander abgelegt werden, kommt es beim Assoziativspeicher zu
Uberlagerungen in der Matrix der Verbindungsgewichte, wenn nicht
alle Musterpaare orthogonal zueinander stehen. Speichert man sehr
viele, zufallig gewéahlte Muster in den Assoziativspeicher (s.o), SO
treten Bitfehler in den Ausgabevektoren auf. Der falsche Ausgabevektor
enthalt weniger Information als der korrekte. Hat der binare Vektor
die Dimension m, dann existieren 2™ mogliche binédre Vektoren. Nach
Shannon's Informationstheorie (SHWA49) betragt der Informationsge-
halt des binéren Vektors m = Id( 2™). Hat der binére V ektor die Dimension
m und enthalt genau k Einsen, dann existieren ( ) Vektoren mit dem
Informationsgehalt Id( i ). Mit Hilfe der Zufallsvariablen Ng, der
Anzahl der fehlerhaften Bits im Ausgabemuster O! 14Rt sich der Infor-
mationsverlust fiirjedes Musterpaar (It, Ot) bestimmen durch Id( et ).
Es ergibt sich die Information, die in einem Assoziativspeicher"ge-
speichert ist, durch:

I = t 1 = t1d(RY) - 14/ Nevk), (IV.16)
=1 t=1 ¢
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Durch Umformung und Einsetzen von E(Ny) erhalt man den Erwartungs-
wert E(1) far die Informationsspeicherkapazitat fir ungestorte Ver--
bindungsgewichte und Eingaben (PALS8O0):

k-1 _
EU) 2 -z 1d({m=k) 2R ekoi ) (IV.17)
i=
k-1 L e
-k k-
~ -z S 1a(SmIK) TPontkoi ) (1V.18)
i=0 m=

Abbildung IV.8 zeigt den Verlauf der Informationsspeicherkapazitat
E(l1) in Abhangigkeit von der Musteranzahl z. Im Gegensatz zum auf-
zahlenden Speicher ist die Kapazitdt nicht auf einen festen Wert be-
schrankt, sondern variabel. Werden zuviele Muster in den Verbin-
dungsgewichten gespeichert, so erhoht sich die Anzahl der Bitfehler
N¢q- Im Maximum der Informationsspeicherkapazitat treten pro Muster
im Mittel mehr als 69 Fehler auf (Tabelle 1V.2).
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Abbildung 1V.8: Informationsspeicherkapazitat E(l) und Erwartungs-
wert fUr die Anzahl der Bitfehler E(N,) in Abhingig-
keit von der Musteranzahl z, m =n = 1000, a) | = k = 3,
b) I = k = 4.

Abbildung IV.9 zeigt den Verlauf der Wahrscheinlichkeit pgn, mit der
ein Knoten aktiviert ist, in Abhangigkeit von der Musteranzahl. Es
zeigt sich, dal3, je voller die Verbindungsgewichtsmatrix ist, die Wahr-
scheinlichkeit p fur einen Bitfehler vom Typ a) steigt.
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Abbildung 1IV.9: Ein-Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit p und Belegungs-

wahrscheinlichkeit po,, der Verbindungsgewichtsmatrix
im Abhangigkeit von der Musteranzahl z. m = n = 1000,
ayl =k=3 b))l =k =4

Tabelle1V.2 zeigt die Werte der | nformationsspeicherkapazitat, Gesamt-
und Bitfehleranzahl, Bitfehlerwahrscheinlichkeit und Belegungswahr-
scheinlichkeit fur die Musteranzahlen aus den Gleichungen IV.10 - IV.14

(zy - z5); z¢ bezeichnet die Musteranzahl bei

maximaler Informations-

speicherkapazitit.

Zy Zo Z3 Zy Zg Zg
z 1555 1745 | 12003 | 12251 |43125 |45000
p 6.46~7[9.6577]0001 [0.00108 | 0.0625 |0.0702
pon 13.6577|5.7577 [ 0.0009 | 0.001 0.0617 |0.0694
Pon |0.0246]0.0275 | 0.1747 [0.1780 | 0.498 |[0513
E(N¢)1|0.006 |0010 10 1.075 62.235 |69.913
E(N¢)»|0.004 |0.006 |0.9285 |.9999 61.470 |69.116
E(N,)¢|1.0009 | 1.6768 | 12002.9| 13170 2683903|3146088
E(N,)»|0.5647 |0.9989 | 111445 | 12249  |2650902(3110208
E(I){ |54841 |61540 |395470 | 401961 | 680918 |681410
E(I) {54842 [61542 |397080 | 403643 | 683878|684286

Tabelle IV.2: Ausgewahlte Werte der

Informationsspeicherkapazitat,

Gesamt- und Bitfehleranzahl, Bitfehlerwahrscheinlichkeit
und Belegungswahrscheinlichkeit (m=n=1000,k =1 =4).
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Tabelle 1V.3 zeigt die maximale Informationsspeicherkapazitat E(I) far
verschiedene Werte von | und k bei m = n = 1000 (aus PALB80). Es zeigt
sich, dal3 die Informationsspeicherkapazitat mit der Anzahl der Einsen
in den Eingabe- bzw. Ausgabemustern fallt.

\f | 2 3 4

2 | en6 | 690 | 689
3 | ess 687 | 686
4 | e85 683 | 68l

Tabelle IV.3: Maximale Information (in 103 bits) fUr verschiedene Werte
von | und k (m = n = 1000).

IV.7 Ableitungen fir zerstorte V erbindungselemente

Als nachstes wird der Fall betrachtet, daf3 bei der Fertigung oder
wahrend des Betriebs des Assoziativspeichers ein harter Fehler bei den
Verbindungsgewichten auftritt, d.h eine Verbindung ausfallt und damit
wij(t) = 0, Vt ¢ {0..2} wird. Das Prozessorelement j erhalt keine Eingabe
an der Position i. Im folgenden wird angenommen, daf3 alle Verbindungs-
elemente mit der gleichen Wahrscheinlichkeit ausfallen kdnnen, d.h.
b := P(wj; fallt aus) fur alle i und j identisch ist. Wir erhalten einen
Assoziativspeicher, der nur noch n * m * (I - b) Verbindungen enthalt.
In der Literatur heif3en solche Netze ‘Zufillig verbundene Netze' (RMC86)
oder auch 'Assoziativspeicher mit zufallig verteilten Speicherelementen’
(PAL81). Nach dem Einspeichern von z Mustern betragt die Wahrschein-
lichkeit daftur, daR ein' Knoten durch das Lernen aktiviert wird, nach
Gleichung IV.1:

Pon =1- (1‘ Fn'*ﬁ)z

und zwar unabhé&ngig vom Grad der Zerstorung.

Es sei | '= | - b die Wahrscheinlichkeit fur die Existenz einer Ver-
bindung, dann berechnet sich die Wahrscheinlichkeit daftr, da3 ein
Knoten aktiviert wird, durch:

Pong = (1- (1 —p#ir )7) 3, (1V.19)

Fur eine binomial verteilte Aktivitat a; (analog Abschnitt IV.5) erhalt
man den Fehler vom Typ a) durch:
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- 1_
P(a2 THj. Of = q) = > (D*pon*s *(-pon*s) " . (IV.20)

I:THJ'
Beispiel 1V.1:
Fiir ponp = 05 b = 005 = 5%, § = |1 - b = 095 | = 10, ergibt sich

P(a> 10,0} = 0) = 5.85+10"% und P(a> 9, 0 [ =0) = 7.047%1073

Fuar den Fehler vom Typ b) gilt bei binomial verteilter Aktivitat:

THj -1 .

P(a<THj, Ojt =1 = Z (})* 3 5)1-—1, (IV.21)

i=0

da durch das Lernverfahren gesichert ist, da3 die Verbindung aktiviert
ist. Fiir das Beispiel IV.1 ergibt sich P(a <10, Ojt = 1) = 0.401 und
P(a<9,0} = 1) = 0.0861.
Setzt man Gleichung 1V.20 und Gleichung 1V.21 in Gleichung 1V.7 ein,
so erhalt man :

| THj -1
. 1-i . 1-i
E(Nt)& = (m-k) *Z <il)*(p0n*&)l*(1'pon*&) e, k*Z (})* &1 *(1 - 3) i
i=TH| i=0 IV 22)

E(Nt); ist eine Funktion von TH:. Fir TH; =~ | ist P(a <lg, Oj'= D am
grbBtén, d.h. eine eigentlich aktivierte Ausgabeleitung wird nicht
aktiviert. Hingegen ist P(a 210.0; = 0) am kleinsten, was bedeutet,
dal3 keine zuséatzlichen Einsen erzeugt werden.

Minimiert man E(N¢), beziiglich TH fur ein festes 3 und z mit Hilfe eines
numerischen Verfahrens, so ergibt sich eine untere Grenze fur die Anzahl
der zu erwartenden Fehler E(A): bei zerstorten Verbindungen durch:

E(N,); = min(E(Ng)y; ) * 2, (1V.23)

Fiir das Beispiel IV.i1 mit kK = | = 10 und m = n = 1000 und z = 6932 be-
rechnet sich min(E(Nt)&) = 5158 bei lg = 10 und E(N4); = 35757. In den
Ausgabemustern werden dabei im Mittel 4.5 Einsen weggelassen und
0.5 zusatzliche Einsen erzeugt.

Fur die Informationsspeicherkapazitat lafdt sich eine obere Grenze be-

stimmen, indem min( E(N¢)y) in Gleichung IV.17 eingesetzt wird, d.h.

k-1 . .
E(,S -z 1d( m'"(Egi_)*); £, (IV.24)
i=0
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